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Submitted by Gian-Carlo Rota 
En 1961 dans une note aux Comptes Rendus de L’AcadCmie des Sciences 
Gian Carlo Rota [II] donnait une thtorie unifide des martingales et des 
moyennes ergodiques dont nous allons rappeler les bases. 
Soit (S, Z, CL) un espace de probabilite. On appelle endomorphisme de 
Reynolds une application lineaire continue R de L*(S, Z, p) dans lui-m&me 
tel que: 
(1) Y et g EW% Z 4 R(fg) = RfRg + Wf - Rf > (g - W. 
On appelle martingale gCnCralisCe toute famille d’endomorphismes de 
Reynolds (R,),,, qui commutent et qui satisfont a l’identite suivante: 
(2) (sR, - tRJ (u) = (s - t) R,R,(u), s > t, u EL=‘(S, Z, p). 
Si on considtre un semi-groupe d’operateurs (T&” de L*(S, 2, p) 
(1 <p < co) dans lui-m&me tel que jl Tt Ije < 1, (2) n’est autre que l’equa- 
tion resolvante avec RA = h 1: eeAtT, dt, h > 0. 
(1) se demontre alors a partir de (2) en supposant pour I’essentiel que le 
semi-groupe d’operateurs provient d’un semi-groupe de transformations 
bi-mesurables de (S, Z, p) c’est-h-dire que: 
Vf et g ELrn(S, z l-4 TAfg) = TtfTtic 
Monsieur BoclC m’a demand6 de generaliser ce travail dans le cas oti le 
semi-groupe d’indices n’est plus R+ mais un semi-groupe localement compact. 
I1 m’a ttt impossible de generaliser la for-mule de Reynolds m&me dans le 
cas ou le semi-groupe provient d’un semi-groupe de transformations mesu- 
rables de (S, 2, p) avec (T = (R+)2. Si x designe un caractere reel de (T, X la 
mesure de Haar sur D (les hypotheses seront donnees ulterieurement) en 
definissant: 
1 
Rx = h(~) s ~ x(4 Tt d%t) 
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on obtient: 
Ufd = RxfRxg + RAf - Rxf 1 k - Rxdl + &f, g> 
oh T(X, f, g) est un terme complementaire sur lequel je n’ai pu obtenir aucun 
renseignement. 
Le travail suivant generalise le theoreme de Rota dans le cas oh les (T&,, 
sont un semi-groupe de contractions de LP(S, 2, CL) (1 < p < co) dans lui- 
m&me avec (I = H x (R+)n, H &ant un groupe compact connexe. 
J’exprime ma gratitude ?I M. A. Brunel qui m’a constamment guide dans 
ce travail. 
I. QUELQUES RF%ULTATS CONCERNANT 
LE SEMI-GROUPE DES INDICES 
1. D~FFINITION 
Le semi-groupe des indices a est un semi-groupe topologique commutatij 
c’est-G-dire un espace topologique sbpart! muni d’une loi de composition interne 
associative et commutative telle que l’application (x, y) + xy de u x u dans o 
soit continue. Nous supposerons en outre que u posshde les proprih% suivantes: 
Sl. 0 est localement compact. 
s2. a poss&de un t%ment ueutre e. 
S3. La loi de composition interne est rtfgulikre. 
S4. L’intkrieur de u-(e) ~$1 est un sous semi-groupe ouvert de u non vide 
et connexe. 0 0 
S5. Vx E UT}, 3u E oG} tel que u2 = x. 
S6. VU ouvert de u, Vx E o alors XU est un ouvert de o. 
s7. u est mktrisable. 
S8. Vx E u il n’existe pas x’ fz U&J tel que xx’ = e}. 
2. ORDRE PARTIEL SUR u 
On d&it un ordre partiel sur e par y > x si et seulement si il existe s E a 
tel que y = sx. On notera 
Xa=(xs~SEu}={y~y>X} 
u~={yIyEu,3sEu,X=sy}={y~y~X}. 
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3. STRUCTURE DE u 
PROPOSITION 1. II r&&e de Sl, S3, S8 que u est topologiquement isomorphe 
2 unepartie d’un groupe topologique G localement compact. (La dkmonstration 
est adapt&e de Paalman de Miranda [8]). 
DEMONSTRATION. Soit R la relation d’equivalence sur IJ x u definie 
par (a, b) R(c, d) -+ ad = bc. 
Soit G = (U x a)/R l’espace quotient muni de la topologie quotient. 
Chaque classe d’equivalence est un ferme de u x a. Soit A une classe 
d’equivalence de u x u (a, b) E A, (c, d) E A et (c, d) $ A alors il existe deux 
voisinages ouverts U(d) et U(c) tels que aU(d) n au(c) = o done VX E U(c), 
y E U(d) a + bx c’est-a dire que (U(c) x U(d)) n A = 1z1 d’oti contra- 
diction. 
Soit P la projection de u x u sur G alors P est ouverte. Soit (a, b) E u x u, 
U = U(a) X U(b) un voisinage ouvert de (a, b), U(a) et U(b) &ant des 
voisinages ouverts de a et b. Soit i? = P-l P(U) soit (x, y) E 7? alors 
3(c, d) E U tel que 
(3, Y> R(c, 4 R(=, 4 
Soit 
U(x) = (32’ 14c E xU(a)) 
et 
U(Y) = {P I % EY UP4 
U(x) et U(y) sont ouverts, si ($9) .5 U(x) X U(y) alors & = &c = yq, 
(p, q) E U(a) x U(b) d’ou (Z,g) R(p, q) done U(x) x U(y) C 0. 
11 resulte des deux proprietes preddentes que G est sCparC. Sur G d&ink- 
sons une multiplication par AB = C ou C est la claase d’equivalence de 
(aA ,44, (al ,aJ E A, VI, 6,) E B. 
G est un groupe topologique: 
Soit U un voisinage ouvert de C, alors il existe U(a, , a&, U(b, , b,) ouverts 
tels que P( U(a, , a2) X U(b, , ba)) C U. Soient U(a,) U(a,) U(b,) U(b,) 
ouverts tels que: 
44 x WA C u(al ,a21 
Done P(U(a,) x U(a,)) P(U(b,) x U(b,)) C U et la multiplication est 
continue. 
Comme P(U(a) X U(b)) = P(U(6) X U(a))-l l’application C + C-l est 
continue done G est un groupe topologique. Soit 01 : u I*+ G defmie par 
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a(a) = P(u, e) = P(azc, u) Vu E u, et en particulier a(u) = P(a2, a), alors 01 
est un homeomorphisme ouvert: 
cY(U(u)) = P(U(a) * U(u) x U(u)) 
comme P est ouverte U( U(u)) est ouvert. 
01 est continue : soit un voisinage ouvert Clementaire de a(u) : 
P( U(u2) x U(u)) oh U(2) et U(u) sont des voisinages ouverts de u2 et a 
respectivement alors il existe des voisinages ouverts V(u) et w(u) de a tels 
que: 
V(a) V(u) C U(u2) et W(u) c V(u) n U(u) 
alors 
a(W(u)) = P((W(u) * W(u)) x W(u)) c P(U(u2) x P(U(u)). 
Done LX est un homeomorphisme bicontinu de o dans G. 
u et u X u &ant localement compacts et connexes, P et OL &ant continues 
alors G et a(u) sont localement compacts et connexes. 11 resulte de ce qui 
precede que c$u) engendre G car P(u, b) = P(u, e) * P(e, b). 11 en est de 
m&me de a(z}); en effet g E G, il existe x E a{u} et y E CL(U) avec g = xy-r, 
soient u E ~$1 et x’ et y’ appartenant a u tels que x = 01(x’) et y = a(y’), 
il resulte de S6 et S8 que ~‘($1) C $1 et de m&me pour y’ done x’u 0 
et y’u appartiennent a UT}. D’ou 
g = P(x’, y’) = P(x’u, ~‘24) = P(x’u, e) P(e, y’u) 
g = a!(x’u) [or(y’u)]-1. 
COROLLAIRE 1. G e’tunt un groupe loculement compact et connexe est 
engendre’ par tout voisinuge de l’unite’ et 
G=HxRp 
ozi H est un groupe compact connexe (A. Weil[9], p. 110). 
0 
d1 et 8, dtsignant les projections de UT} respectivement sur H et I@, 
&I et &2 sont des semi-groupes ouverts connexes et e, et 0 sont adherents a 
6, et 4 (e, et 0 designant respectivement 1’BlCment neutre de H et Rp). &I est 
un sous-groupe du groupe compact H alors 4 est un sous-groupe compact 
de H ([S] lemme 1 .l .ll, p. 23). Or &r engendre H car soit h E H, 0 
(h, u) E H x R” comme c&$ engendre G 
(h, 4 = h > Xl) b2 9 x21-l avec (St , Xi) E UsI, i= 1,2 
d’oh h = s&l avec s, et s, appartenant i u1 . Comme CJ engendre H on a 
Sl = H. 
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Nous considererons desormais que (Z est un semi-groupe satisfaisant aux 
axiomes suivants: 
Sl. a est un sous semi-groupe ferme d’un groupe abelien G = H x R” 
localement compact muni de sa mesure de Haar notee X (H est un groupe 
compact connexe). 
S2. e E 0 oti e designe 1’ClCment neutre de cr. 
S3. L’interieur de (J est un sous semi-groupe ouvert connexe non vide 
deGtelquee$&. 
S4. Vx E 8, 324 E B tel que u2 = x. 
S5. u est mttrisable. 
S6. La projection a, de 0 sur RP est un cone ferme saillant (uZ ne contient 
aucune droite). 
s7. u et 8 engendrent G. 
On peut Cgalement voir que u possede les propriMs suivantes: 
PROPOSITION 2. u est engendre’ par tout voisinage de e dans a. 
DEMONSTRATION. Etant don& un voisinage ouvert symetrique V de e 
dans G, considerons W = V n u voisinage ouvert de e dans u et 
wm = Unx W” le semi-groupe engendre par W. Ww est ouvert et fermC 
dans a il est ouvert comme reunion d’ouverts et ferme car son adherence est 
contenue dans W*W = Ww, W Ctant un ouvert et ferme non vide de u qui 
est connexe W* = u . 
PROPOSITION 3. u C K, F itant un sous semi-groupe discret de G ayant 
un nombre Jini de g&rateurs, C &ant un voisinage compact de e dans G. 
La projection ua de u sur R” Ctant un cone ferme saillant de RP on peut 
trouver p vecteurs de base or , es ,..., Q, tels que : 
Soit 
K= xix= 
I 
i xizi , 0 < xi < 11 , K est compact, 
si on considere C = H x K c’est un compact de G tel que 
uCH x u,ClT 
476 BRAY 
oh r est le sous semi-groupe discret engendrk par les vecteurs e, 
(e1 , 9) --* (e 1 , QJ oti e, dCsigne 1’ClCment neutre de H. 
COROLLAIRE. a est polonais. 
u est localement compact, dhombrable ?I I’infini d’aprks ce qui prCdde 
et mktrisable done polonais. 
4. LES CARACThRES DE IJ 
DEFINITION. Un caractkre x de u est une fonction continue bornt!e non 
identiquement nulle su7 D h valeurs dans C telle que 
x(4 = x(4 x(t) vs et t E u. 
Ce qui est appelC caractkre ici est appelC semi-carache dans [8]. 
PROPOSITION 4. Un caractlre ne peut s’annuler en aucun point de a sinon 
il est identiquement nul. 
L’ensemble N(X) = {x j x(x) = O> est un idCal premier de a. 
L’ensemble I(x) = {X j x(x) f 0} est un ouvert de u. Montrons que la 
front&e F de N(x) est un semi-groupe si F # o alors VX et y E F, xy E F, 
en effet la multiplication &ant continue, pour tout voisinage W de xy il 
existe des voisinages U(X) et U(y) tels que U(X) U(y) C W. Or x et y apparte- 
nant a F il existe dans U(x) et U(y) des points de N(x) et I(x) done de m&me 
dans W done xy E F. Si x E F, x E N(x) et x8 C N(x). Si on suppose x E B 
alors x2 E F et x2 E x8 qui est intkieur A N(X) d’oh contradiction. Si x ne 
s’annule en aucun point de u alors il ne peut s’annuler qu’en un point 
x E u - 8 mais alors il s’annule en tout point, de x6 done en un pointy E 8 
d’oti contradiction. 
Done F = @ c’est-B-dire que N(x) est ouvert et fermC dans u. Comme u 
est connexe: 
N(x) = % ou N(x) = u. 
PROPOSITION 5. Tout caractkre x de u non identiquement nul peut se pro- 
longer en un homomorphisme continu de G dans C. 
D’aprbs ce qui prCc&de x n’est nul en aucun point de 0 et G = uu-l. Done 
tout s E G peut s’kcrire : s = xy-‘-l. Posons 
);I(s) =$g x et yEo. 
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$5 s = xy-l = x/y’-’ alors 
x(x> x(4 
23=x0 
La d&rition est done intrinsbque. x est un homomorphisme : soit s et 
tEG,s= xy-1, t = w-1 : 
x(4 x(d) = x(xy-k+) = - = x(4 x(4 
X(YV) X(Y) x(4 
= x(4 X(4 
x est continue sur G. Soit s, = x,,y~l E G. 
3C, voisinage compact de ya tel que Vy E C, 
s I X(Y0) G I X(Y) I G % I X(YJ I 
car 1 I I# 0. De m2me 3C, voisinage compact de x0 possedant la meme 
proprittt. V E 3Ca voisinage compact de y0 tel que 
VY E c3 I X(Y) - X(Yo) I G E 
3C, voisinage compact de x,, tel que 
vx E c, I x(x) - xc%) I Q E 
si s = x3-l : x E Cl n c, , y E c, n c, 
I x(4 - XhJ I = ) 
x(x) MYO) - XWI + X(Y) Ix(%) - x(41 
X(Yo) X(Y) I 
< 8 I X(%) I E + Q I X(Yo) I E _ 
-3[ 
I x(4 I + I X(Yo’o) I 
4 I X(Yo) I2 I X(Yoo) I2 I 
E. 
Done x est continu sur G (mais non borne sur G en general). 
PROPOSITION 6. Tout homomorphisme de o dans C mesurable pour la 
mesure de Haar est con&u SW 6 si on suppose de plus que Vs E u 1 x(s) I < 1. 
La demonstration est adaptee de Hille et Phillips [6]. 
La contim& de x en un point x0 E o implique la continuite en tout point 
de xu. 
x &ant continu au point x0 : V B 3 V voisinage ouvert de e dans G tel que : 
vx, x E x,v n u * 1 x(x) - x(x0) 1 < 6. 
Soit y = ux,,u E 0 alors y,V n (r = u(x,,V n u) est un voisinage ouvert de y0 
dans u tel que : 
Vy = ux EyJn 0 
I X(Yo) - X(Y0) I = I x(4 [x&J - xc41 I d I XM - x(4 I G E* 
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Supposons x non continu en un point x0 E 6 alors x ne peut l’etre en aucun 
point de ozO . Avec les notations de la proposition 3 : uz. 3 Cn n (T qui est 
compact dans G done compact dans (T puisque (5 est ferme. x n’est alors 
continue sur aucun compact KC Cn n 0; il en resulte alors que x ne peut 
&tre mesurable contrairement a l’hypothbe ([3] ch. IV, Section 5, prop. 1). 
11 resulte de la proposition 5, dont la demonstration reste valable car B 
engendre G, que la restriction a 8 d’un tel caractere x peut Ctre prolongee 
en un homomorphisme continu sur G. 
5. LES CARACTBRES RkELS DE u 
Un caractitre de u sera dit reel si Vs E ox(s) E R. 11 resulte de ce qui precede 
que 
6. INT~GRABILIT~ D'UN CARACTBRE &EL DE a 
Rappelons que (T C G = H x RD. 
THBOR~ME. Une condition nkessaire et @isante d’intkgrabilite’ d’un 
caractlre rkel x est que X(X) < 1 en tout point x de u n’appartenantpas li H x (0). 
Condition nkessaire. Nous montrons d’abord que dans un semi- 
groupe localement compact denombrable d l’infini une condition necessaire 
d’integrabilite est que X(X) tende vers zero a I’infini. 
Q Ctant localement compact denombrable a l’infini il existe une suite U, 
d’ensembles ouverts relativement compacts dans cr formant un recouvrement 
de (T et tels que U, C U,,, pour tout n. Supposons que X(X) ne tende pas 
vers zero a l’infini alors 3~ : VK compact dans a, 3x6 C K avec x(x) 3 E. 
Prenant K = C U, il existe x1 E C U, tel que x(x1) > E. 11 existe un voisinage 
ouvert V de e dans 0 tel que 
Done Vy E x,V = V, , x(y) 3 c/2. 
On a x,VC Un, C UnlVC lJn,. Alors il existe x2 E Un, avec x(xa) > E et 
vy 65 x,v = v,, X(Y) 2 4. 
En poursuivant ainsi par recurrence on construit une famille d’ouverts V, 
disjoints et de m&me mesure tels qu’en tout point de V, , x(y) 3 e/2 ce qui 
prouve que x ne peut etre integrable. 
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Si en un point x,, E uxs $ H x (0) x(x0) = 1 alors x ne tend pas vers zero a 
l’infini; en effet pour tout n E N, x(x0”) = 1. Or 
x0 = (ho 9 so) ho E H s,ER~ so f 0 
x0 n = (ho”, nso), ns, tend vers l’infini dans Rp 
done x0” tend vers I’infini dans u. 
CONDITION SUFFISANTE D'INTBGRABILITB. Etant don& un caractere reel 
x tel que 0 < x[x] < 1 pour tout x n’appartenant pas a H x (0) alors 
d’apres la proposition 6 on peut le prolonger en un homomorphisme reel 
continu 2 de G. 11 existe alors un recouvrement de a du type I’C (prop. 3) 
et on peut choisir les generateurs si de r dans le demi-espace ouvert de R@ 
defini par {x / 0 < g(x) < l}. 
Nous avons alors : 
r = (s 1 s = sys? e-s sip (n, , n2 ,..., n,) fz IV’}. 
et 
f(s) = fi jy’(SJ 
i-1 
d’oh 
or par construction pour tout i, g(s,) < 1 d’oti 
ce qui prouve que x est integrable. 
COROLLAIRE. Tout caract& x(m) de a teZ que 1 x(x) 1 < 1 en tout point 
x E cr x # H x (0) est intigrable. 
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7. PRODUIT DE CONVOLUTION DE DEUX CARACT~RES 
Etant don& deux caractbres x et x’ intkgrables on peut dkfinir le produit 
de convolution 
x * x’(x) = jos x(xY-l) X’(Y) WY) 
x * x’ EU(0) (mais ce n’est pas un caractke en gCnCra1) et 
4x * x’) = X(x) Yx’>* 
Nous avons en effet : 
j x *x'(x) 44 = j w4 j x(xY-1) X'(Y) 4Y)- 
cl 0 "2 
RJGVARQUE. Si u = R+ (R+ ensemble des nombres rCels positifs ou nuls) 
de nombreuses formules classiques rtsultent du fait que les caractkres rCels 
sont de la forme 
e-PSI P>O 
et que 
Il. LE SEMI-GROUPE DES OPERATEURS 
1. DEFINITIONS 
Soit $3 un espace de Hilbert de type dhombrable. On considhe un semi- 
groupe d’opkateurs continus (T,),,, T, E C($j). Nous d&.ignerons par Z 
ce semi-groupe de e(!Fj) qui posskde les propriCtCs suivantes : 
Tl. [I T, II < 1, 'v'x EU 
T2. Z est faiblement mesurable : 
Vf et $7 ESj, x n) (T, f, g) est mesurable 
T3. T,T, = Txu 
T,Ty = TvTz et TZT, = TvT,* 
pour tout x et tout y appartenant a u. 
En particulier les T, sont normaux. 
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2. PROPRIBTBS DE MEXJRABILITB 
PROPOSITION 1. Pour tout f E sj l’application x +++ T, f est mesurable. 
Cela resulte, du fait que $s est de type denombrable et que 2 verifie T, , 
par application de la proposition 10 ([3], ch. IV, Section 5). 
COROLLAIRE. Pour tout f E $s l’application x - I/ T,f I/ est mesurable. 
Corollaire 7 ([3], ch. IV, Section 5). 
3. W*-ALG~BRE ENGENDR~E PAR Z DANS L?(S) 
Soit Q la W* algebre engendree par Z : Q = (Z u TX*)” oh 
Z* = {T,* ] x E u} et ” designe le bicommutant. Cette algebre Q est la plus 
petite algebre commutative involutive faiblement fermee (ou fortement) de 
!$(!?J) contenant 2. C’est une algebre de Banach involutive unitaire d’apres 
Tl , telle que VA EQ /I A iI2 = I/ AA* 11 . 
Soit K le spectre de l’algebre Q : K est un espace compact hyperstonien 
de type denombrable ([5]), 1 a d Cnombrabilite resultant du fait que 9 est 
de type denombrable. 
Q est isomorphe B C(K) espace des fonctions continues 1 valeurs complexes 
sur le spectre K de Q, cet isomorphisme &ant d’ailleurs une isometric. Si 
vz E C(K) est l’image de T, dans cet isomorphisme il resulte de Tl que : 
On designera par T, l’operateur de Q associe a la fonction f de C(K) dans 
l’isomorphisme consider& 
Soit @ la fonction definie sur u x K a valeurs complexes par 
@(x, M) = pz(,,(M), on designera par P)~ la fonction definie sur a a valeurs 
complexes telle que r&x) = v*(M). 
4. PROPRII~T~S DE LA FONCTION q.~~ 
(a) vM est un homomorphisme de a dans le corps des complexes. 
Cela resulte du theorbme sur I’isomorphisme de Gelfand et du fait que 
2 est un semi-groupe. 
Txt, = TJ, implique Q)~ = qsv 
c’est-a-dire que pour tout M de K rpzy(M) = v,(M) p,(M) ce que nous 
notons dv) = (PIM(~ mfW 
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(b) PROPOSITION 2. P)~ est mew-able: 
D’aprJs [5] Proposition 7, K est hyperstonien de genre dtkombrable si et 
seulement si il existe SW K des mesures normales de support K. 
Rappelons les dkfinitions et propriCtCs suivantes [Sj. 
Une mesure positive p sur K sera dite normale si elle posskde la propri&C 
suivante : pour toute famille filtrante croissante { fol},,, de fonctions continues 
sur K de borne supkrieure continue f, p(f) est la borne supkrieure des 
I. Une mesure rCelle p sera dite normale si, p+ et EL- sont normales. Une 
mesure complexe p = pI + ipz sera dite normale si et seulement si, p1 et 
pz sont normales. 
DEFINITION (cf. [5]). K est dit de genre dhombrable si toute famille 
d’ouverts et fermCs deux a deux disjoints est au plus dknombrable. 
LEMME 1. Si K est de genre d&.ombrable tout point admet un syst6me 
fondamental dt!nombrable de voisinages ouverts et fermbs. 
DEMONSTRATION. On peut considkrer une base 123 de voisinages ouverts et 
fermCs d’un point M, ordonnke par inclusion : {F’E}OIEI. 
Si on a V, C V,, , V, et V,, ouverts et fermCs alors U,n = V,e - V, est 
ouvert et fermC. 
Les W)dd forment une famille d’ouverts et fermCs deux ti deux disjoints 
qui est au plus dhombrable done 23 est dhombrable. 
PROPOSITION 3. Pour qu’une mesure positive p SW K soit normale, il faut et 
il su#t que tout ensemble rare soit p nt?gligeable. 
LEMME 2. Toute mesure eM est vaguement adhkente h l’ensemble des 
mesures normales: 
Soit p une mesure normale de support K soit pour tout voisinage ouvert 
et fermk V de M la mesure yl, de densit 1 F’/b( V)] ou 1 y est la fonction carac- 
tkristique de V 
f Ctant continue : 
VE > 0 3 F’ voisinage ouvert et fermC de M tel que 
VXEVlf(X)-f(M)I <E. 
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Nous avons : 
d’aprks la continuitk 
D’oti le r&&at : toute mesure eM pour M E K est vaguement adhkrente A 
l’ensemble des mesures normales. 
en effet yy = 1 yp/p( V) est normale : 
Soit (&I une famille filtrante croissante de fonctions continues sur K 
admettant pour borne supkrieure dans C(K) la fonction continue f: les 
fonctions (1 vjJaPr forment un ensemble filtrant croissant, elles sent conti- 
nues et admettent pour borne supkrieure la fonction 1 V f 
V”(f) =pg =s?uu* =sup vy(f,) 
Cd 
ce qui montre le lemme. 
Or d’aprks un rksultat de Pallu de la Barr&e ([lo], page 10) toute mesure 
normale positive correspond 2 une forme linkaire sur 2I 
A 22 w,,,(A) = (Ax, y). 
Done vy &ant normale, il existe une forme linkaire wfv+ sur A telle que pour 
toute f e C(K) 
w(f) = <Tffv ,g~> fv et gv ESS 
et en particulier pour f = rpz 
vvh) = (Tzfv 9 it+>- 
Done d’aprbs l’hypothbe T2 x + vv(v,) est mesurable. 
Or K &ant de genre dknombrable le filtre des voisinages admet une base 
dknombrable d’ensembles ouverts et fermks. 
11 rksulte alors de la proposition 6 que x ru+ y&v) est continue sur 8 et peut 
done &tre prolongbe en une fonction continue sur (T. 
(c) PROPOSITION 4. Si v&x) = 1 p our A-presque tout x alors vM(x) = 1 
pour tout x E cr. 
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DEMONSTRATION. Soit &f, = {X ] P)M(X) = I} 
soit N = a - Mr comme P)M est mesurable d’aprb l’hypothese h(N) = 0 
soit x0 E N, Vx E x&W1 , IJJ~(X) = am. 
Done x,M, C N. Or /\(xdvr,) = h(lM,) done contradiction. Done Mi = u. 
7. MESURE SPECTRALE SUR K 
Q est une algebre de Banach commutative autoadjointe faiblement fermee 
de !2(!$) alors il existe une mesure vectorielle P a valeurs dans f?(s) (cf. [6], 
p. 583 a 587) telle que si B est un borelien de K done qui differe d’un ensemble 
ouvert et ferme B par un ensemble rare on ait : 
P(B) = W) = TX(B) 
T X(a) &ant l’optrateur de projection de Q associe a la fonction continue 
x(B) indicateur de 8, par l’isomorphisme de Gelfand on a alors pour toute 
f E C(K) 
TI = s f W) VW K 
et pour tout g E !+j 
T,g = s,f W WM) k)- 
Et en particulier pour chaque T, , x E u : 
T, = s v&V WW K 
III. LES OPRRATEURS DE MOYENNE 
1. DEFINITION 
Sur !2($) considerons la topologie de la convergence simple faible (en 
abrCgC topologie faible) definie par la famille de semi-normes 
f?!, designe l’ensemble des formes lineaires faiblement continues sur 2(B), 
&, coincide avec l’ensemble des sommes finies de formes lineaires w,,~ 
telles que : A - @f,A4 = Vf9 g>- 
La boule unite de 2(B) est faiblement compacte (Bourbaki EVT, ch. IV, 
corollaire 3 du th. 1). La boule unite de Q &ant un sous-ensemble faiblement 
ferme de la boule unite de 2($j) est aussi faiblement compacte. 
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x &ant un caractere integrable de u tel que X(x) # 0 la mesure 1-1 de densite 
x(x)/X(x) par rapport a la mesure de Haar h est telle que p(u) = 1. 
L’application 5 de u dans e(s) est scalairement faiblement p-mesurable 
c’est-a-dire que 
est p-mesurable (cela rCsultC de T2). 
2(a) est contenu dans la boule unite de D qui est convexe faiblement 
compacte, la mesure p est positive et born&e alors (cf. [3], ch. VI, corollaire 
p. 12). 
2 est scalairement faiblement mesurable et l’operateur 
1 
- 
Rx = h(X) I 
x(x> T, 4~) 
0 
appartient a la boule unite de Q. 
Nous avons vu que x - T, f Ctait mesurable (II, 2), et x - T, f est p-in& 
grable au sens de Bochner et nous avons 
1 
Rxf = h(~) f Q x(4 Tsf W+ 
DEFINITION. L’operateur Rx sera appele operateur de moyenne associe 
au caractere x. C’est une “transformee de Laplace du semi-groupe 2”. 
2. FORMULE R~OLVANTE 
Soient x et x’ deux caracteres integrables tels que : 
a> 0 < I x’ I -c I x I 
c’est-a-dire que : 
vx, x E a, 0 < I x’(x) I < I x(4 I < 1 
b) X(x) 4x’) f 0. 
Ces conditions &ant v&if&s d&s que X’ est un car-act&e reel non identique- 
ment nul et x un caractere reel integrable majorant X. 
Le caractere x’x-1 d&ini par $x-l(x) = x’(x)/x(x) est integrable car 
I x’x-‘(4 I = / xg 1 < 1. 
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Nous avons : 
1 
Rx, @ R*(f) = qx) qx’) ~ j x’(t) Tt (j x(4 Lf ax)) Wt) ~ 
ce qui donne en posant xt = u et en appliquant le theoreme de Fubini : 
1 
Rx, 0 Rx(f) = qx) qx’) j x’(t) x-l(t) [j,, x(4 Tuf W)] 4t) D 
Rx, 0 Rx(f) = h(x)lh(x!) j 0 
Ttdf) [x(4 j 
vu 
~‘(0 x-V) W] dW 
or 
x(u) j x'(t) x-w W) = j XW') x'(t) 40 021 au 
d’oh 
1 
= x * x’(u) 
) 44 Rx, 0 R,(f) = qx> qXI) s ~ x * x’(u) Tu(f 
Rx, 0 -R,(f) = ;;g;,‘!, R,*,*(f) 
on sait que X(x) A($) = h(x*x’) et en remarquant que X(x*x’) = 0 si et 
seulement si X(x) X(x’) = 0, on peut done Ccrire : 
Rx 0 Rx(f) = Rx*,,(f) db que 0<Ix’I<IxI<1. 
REIURQUE. Lorsque (J = R+, si on prend les caracteres reels : 
x(x) = e-px 
e-w - e--92 
et x’(x) = ecgx alors x * x’(x) = 
S-P 
on a alors 
RQ 0 R,(f) = $q [R,(f) - R&f )I d&s que O<P<q 
et on retrouve la formule resolvante classique. 
IV. THRORRMES DE CONVERGENCE 
1. EXPRESSION DES OP~RATEURS DE MOYENNE Rx A L'AIDE DE LA MESURE 
SPECTRALE VECTORIELLE P 
Nous savons que 
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La fonction x “+ va(M) &ant mesurable et telle que 1 Q?~(x) 1 < I nous avons 
en appliquant le theorcme de Fubini : 
1 
Rx = 4x) 
~ j, [j x(4 cp.a&) w] WV 
0 
soit en posant 
R, = 
s 
!iiEd P(dM). 
K h(X) 
DCsignons par E le sous-ensemble de K tel que si M E E on ait 
g)&x) = 1 pour h - presque tout x de u. 
Or d’aprb la proposition 4 ceci implique : 
E = {M 1 93ici(x) = 1 Vx E CT} = Q0 q;‘( 1). 
La fonction M -. CJI~(X) etant continue pour tout x E o, E est ferme 
comme intersection de fermb. 
Si M E E on a 
Yxn41 - 1. 
Xx) 
E differe d’un ensemble ouvert et ferme E’ par un ensemble rare done de P 
mesure nulle d’oh 
1 E, w P(dM) = P(E’). 
2. DI~FINITION D'UN SEMI-GROUPE ERGODIQUE 
DEFINITION. Le semi-groupe 2 sera dit ergodique s’il verifie les propriMs 
suivantes : 
409/25/W 
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(El) a. 11 existe une famille filtrante croissante (xJiGj de caracteres 
integrables telle que : 
VE > ovx, , xg ,..., x, E u Ii,, E J 
tel que 
vj 2 io I 1 - X&i) I < e i E [l, n]. 
b. Si M $ E’ on a 
lim h(Xi~“) = 0 
JA(xi). 
(Es) a. 11 existe une famille filtrante croissante (g&J de fonctions con- 
tinues ayant pour support un voisinage compact de e dans (I et telle que 
v E vx, ,x2 ,..., x, E a Eli, E J tel que Vj > i, 
I 1 - g&d I -c E i e [l, n]. 
b. Si M 4 E 
11 resulte de la proposition 3 (ch. I) que u C H x (R+)” nous supposerons 
desormais que o = H x (R+)” et nous allons montrer qu’un tel semi-groupe 
verifie les proprietes (Q) et (Es). 
PROPRIBTB (E,). Nous designons par A1 la mesure de Haar sur H, la 
mesure de Haar h sur (r est done le produit de la mesure A1 par la mesure de 
Lebesgue sur Rn. Nous avons demontre que x - v2(M) est continue en 
tout point de a d’ou en posant x = (x0 , (x1 , x2 ,..., xn)) 
~8, (~1, x2 ,.a., x,) E(%+)" 
f+&x) = Y(x,) fi e-b%. ReX, >0 
9=1 
oti Y(x,,) est un caractere continu de H. 
Prenons pour famille xj une famille definie par : 
xj(x) = fi e4’P 
lJ=l 
oh la famille de points Aj = (Ai ,..., AL) est une famille filtrante croissante 
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de points de (I?+)” alors (E,) ( ) a es vCrifiCe par construction. Nous avons t 
alors : 
soit en posant AI, = rD + iw, avec Y+?, # 0 puisque yM n’est pas Cgal g 1 
en tout point de u, comme 1 h,(Y) 1 < 1 on a 
PROPRI~T$ Es . Soit (% = (&h.dhJ une famille filtrante croissante 
de points de ((R+)“) considbrons la famille de fonctions 
avec 
Ui > 0 et lim lJi = 0, 
jEJ 
P E [L al. 
On a alors par construction 
l;$ g&c) = 1. 
Soit comme prCcCdemment 
qM(x) = Y(x,) X fi e++ 
p=1 
avec 
Nous avons : 
A, = rg + iw, . 
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ler CAS Y > 0 alors *?, 9 
chacun des denominateurs tend vers i’infini d’oh le resultat. 
2e CAS. Yp = 0. 
Montrons que 
est borne. En integrant par parties nous avons apres avoir fait le changement 
de variables t, = x,/s’, 
6; 
I ( 1-T) 
u; 
cos wDxp dx, = 
s 
’ (1 - t,)“; (cos w&-; tP) f; dt, 
0 B 0 
d’ou 
(1 -tP)u:-‘dt,=$. 
On I demontre de m&me que le module de la partie imaginaire est borne. 
Le numerateur Ctant borne chacun des denominateurs tendant vers zero le 
produit tend vers zero. 
Les proprietes E, et Es sont alors verifiees. 
3. TH~OR~MES DE CONVERGENCE 
Nous &sz&-rons par x0 le caractkre tel que x0(x) = 1, Vx E u. Rappelons 
que E = {k! : M E K, v&x) = 1, Vx E u}, et P( *) d6signe la mesure spectrale 
vectorielle sur K. 
THBORIIME 1. Soit (x,),~~ une famille jiltrante croissante de caracthes 
poss&dant la propriG (E,) alors 
liyr R,, f = P(Z)(f) VfEB 
od E’ est un ensemble ouvert et ferm’ qwi diffhe de E par un ensemble rare. 
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La limite existe et est la m&me pour toute famille filtrante (x,),~~ posddant 
la prop&C E, . 
DEMONSTRATION. Nous avons vu que 
SiMEE 
Si il4 E E’, E’ &ant un ensemble ouvert et ferm6 qui differe de E par un 
ensemble rare done de P mesure nulle, alors 
d’ou 
Xxmfl 1 ---zz 
XXil 
pour P-presque tout M 
lip Rxi f = P(E’) f pour tout f E 5. 
DEFINITION 1. S’il existe une famille filtrante croissante (x&J de caractb- 
res possedant E, on dira qu’il y a convergence forte au sens d’Abe1 et on 
Ccrira : 
A--1$ T, = P(E’). 
THBOR~ME 2. Soit (gJJEl une famille j&ante croissante de fonctions 
continues v&i$ant E, ah 
l’m ~/&) Tzf dW 
1 
J 
I 
= P(E’)f pour tout f E 5. 
D &+4 d&4 
otL E’ est l’ensemble &jini au th. 1. La kite est indt@ndante de la famille 
(&>jeJ considkrke. 
La demonstration est analogue a celle du theoreme 1. 
DEFINITION 2. S’il existe une famille (gj)ie, de fonctions continues pos- 
sedant la propriete E, on dira qu’il y a convergence forte au sens de CCsaro 
et on notera 
C-li? T, = P(E’). 
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COROLLAIRE. Si le semi-groupe 2 est ergodique(par exemple si o = H x R”)+) 
le semi-groupe (2) converge au sens d’dbel et de Char0 et les limites sont &gales. 
THI%OF&ME 3. Soit un semi-groupe (2) d’ophateurs ( T,),,(R+)n poss&dant 
les propri&% Tl, T2, T3, alors il existe une famille j&ante croissante 
(Bj)jaJ (Bj C IJ) telle que 
lim J & j, Tzfd+) = W’)f POUT fE5. 3 I 
DEMONSTRATION. Soit (MJiGJ une famille filtrante croissante de points 
de (I?+)” tendant vers l’infini : Mj = (.$ie[l,nl . On considkre la famille de 
fonctions gi(x) vkrifiant E, : 
&w = ii (1 
i=l 
).I-’ ii 
avec CX~ > 1 et 
Soit 
Bj = {M = (&)iE[l,nl : fi < (&‘-‘” i E [l, n]} 
avec 0 < C: et 
1iJm l: = 0 
s g&) dW 
1”) liy D 
WV 
=l avec u = (R+)” 
Si on ajoute la condition supplkmentaire :
1iJm E: Log 6: = 0 (1) 
Le r&what est dCmontrC. 
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2”) lim, InfzEBs gj (x) = 1. Si on ajoute une condition (2). 
g&) = b (1 - -$,‘* posons Lx: - 1 = 24; :> 0. 
Nous avons : 
1 >g,(x) > fi [l - (.+I”” 
i=l 
0 > 24; Log[l - P3L0g~~] > 24: Log(cZ Log ,$). 
Choisissons u: tel que l’on ait la condition (2) 
1iJm 242 Log(El Log 8:) = 0. (2) 
Cette condition est rCalisCe en particulier si l’on prend 
avec lirn k: = 0 
ce qui dCmontre (2). 
en effet : 
Nous avons : 
1 - gj(X) < 1 - fi exp [ui Log( 1 _ e-EfLog4)] 
i=l 
< 1 - fi exp [u: Log(E: Log .$)I 
i=l 
= 1 - exp i 24: L9g(<: Log &) 
[ i=l 1 
< - f: uj Log(d Log 6:) 
i=l 
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nous choisirons 
alors 3”) est dCmontrC et la condition (2) est satisfaite. 
or 
‘\(“$ - &) = fi 6: - fi (g)‘-‘j 
i=l i=l 
= (fi g) [ 1 - fi (&“] 
i=l i=l 
Prenant alors 
avec 01 > 0 on obtient 4”). 
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5”) 11 reste alors a verifier que : 
ce qui achevera la demonstration du theoreme. 
+ 
i 
1 1 --- 
I 
T%(f) w4 ogj(x) &(x) X(Bd 1 s Bj
La norme de cette somme est done inferieure ou &gale A 
chacun des termes de cette somme tendant vers zero d’apres 37, 4’) et 1”) 
respectivement. 
Si u = H x (R+)n ou H est un groupe compact connexe la demonstration 
reste valable en considerant la famille (B,),,, avec B, = H x Bj , oh Bi , est 
une famille construite dans (R+)” ainsi qu’il vient d’&tre fait. 
4. TH~~OR~ME ERGODIQUE DE CONVERGENCE DANS LEsL"(S,Z,~) 1 \<p < 00 
Etant don& un espace de probabilite (S, ,Z, y) tel que La(S, 27, p) soit 
separable nous noterons pour abreger Lp pour L@(S, 2, CL) et 11 /II, la norme 
dans L’. Soit (Tt)tso un semi-groupe d’optkateurs operant sur chacun des 
Lp, p > 1 et vkifiant les propriMs suivantes : 
1) En restriction B L2 les hypotheses Tl, T2, T3 sont verifees. 
2) T4: Vp’pl, Vt~aIIT&<l. 
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Nous noterons Ti les operateurs operant sur chacun des LQ 3 I) 
definis par : 
oti (Bj)jsJ est une famille filtrante croissante de sous-ensembles de u construits 
prCcCdemment. L’ensemble des ( TJjEJ est Cquicontinu d’aprts T4. 
D’apres le theoreme 3 si f eL2 alors lim, Tif = Pf, l’injection de L2 dans 
LP (2 > p 3 1) Ctant continue si f E L2 on a lim, Tif = Pf dans Lp, L2 
&ant dense dans Lp(2 3 p > 1) et I’ensemble des ( Ti)jEJ &ant Cquicontinu, 
alors, pour tout f E LP (1 ,< p < 2) le filtre des (Tjf )jpJ converge dans LP 
vers un Clement de LP que nous noterons encore Pf. 
Montrons maintenant que la famille des (Tif)i,J f E LP (p > 2) converge 
dans LP. 
Nous avons en appliquant I’inCgalitC de Holder avec & < 01< 1 : 
[I, I W- WI” dp]l” = [j, j Tif - Tlefjp-u 1 Tif - TyI~dp]l’p 
< [l,[ Tjf- T~12p--2dp]1’2P[jsIT~-T1cf,2~dp]1’2p 
or 
[j, ( Tjf - T’cf(2p-2= dp]“” = (jj Tjf - T’f 1j29-2a)1-(a’P) 
qui est done borne d’aprb T4 par M. 
[j, )T’f- T’if/2udp]1’2p = (11 Tif- T’“f 112,Joi’* 
1 < 2ar < 2 et nous savons que limi Tjf = Pf dans L, avec 1 < p < 2 on 
a un filtre de Cauchy dans Lp done Vc, 3ja E J tel que pour tout j et tout k 
tels que j > j,, et k > j,, on ait : 
d’oti il resulte que (Tif)psJ est un filtre de Cauchy dans LP avec p > 2 qui 
converge vers un Clement qui n’est autre que Pf l’injection de LP dans L2 
&ant continue d’oh : 
THI$OR&ME 4. Soit un semi-groupe d’opkrateurs (Tt)tp,, opt!rant SW chacun 
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des espaces L” (p > 1) et v&$ant les proprie’tt?s t!nonct?es au d&but de ce para- 
graphe, pour tout p, 1 < p < co, il existe un opkrateur de projection P de L’ 
dans L’ tel que 
Vf fELP 1iJm Tif = Pf. 
5. fiTUDE DE L'OPiRATEUR DE PROJECTION P 
Revenons a la situation de la Section 3 oh on considere le semi-groupe 
(TJt,,, comme operant sur un espace de Hilbert $3(L2) nous avons vu que 
l’operateur de projection P Ctait defini par la mesure spectrale a valeurs dans 
f?(5) de l’ensemble ouvert et ferme E’, qui differe par un ensemble rare 
(done de P mesure nulle) de l’ensemble E : 
Nous avons alors : 
E = {M 1 TM(t) = 1, Vt E u). 
1 
- Tt 0 &j(f) = qxj) I o xi(s) Tt 0 T,(f) W) 
=$J,xj(s) [s, vt(W TJ#W P(dW (f )] dW 
d’oh en appliquant Fubini : 
Tt 0 &l(f) = s,w v,(M) P(dM)f. 
Ce qui donne lorsque j tend vers l’infini : 
lim h(XiVkf) lE, ----zz 
J YXi) 
et comme vi(M) est une fonction continue sur K qui vaut 1 en tout point de E: 
TtW) = P(f) 
d’oh il resulte : 
PROPOSITION. Pf=f si et seulement si T, f = f pour tout t E u, ou si 
T$f = f, Vt E a (T, et Tt ayant mCmes invariants dans 9). 
Si on consider-e maintenant P comme operant sur chacun des LP 
1 < p < Co, nous avons les resultats suivants : 
LEMME. P posst?de les propri&t% suivantes: 
1) Pour tout p, 1 < p < a3 11 P 112, < 1. 
2) P est un op&ateur de projection dans chaque LP. 
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3) si f EL”o alors Pf ELm 
4) Si on suppose de plus que les T, proviennent de transformations bi- 
mesurables c’est-&dire que: 
Vf ELm, vg EL1 on a Ttfg = TtfTtg 
alors: 
y ELm, Qg ELI on a P(fPg) = PfPg. 
DEMONSTRATION 
I- Soit f ELD 1 <p < co nous savons d’apres le theoreme 4 que 
lim, Tif = Pf dans LP soit : 
VE > 0, Vf ELP, ?io E J, V ?io 
I II Pf II9 - II Tjf Ila I < II T5f - Pf IIt, < 6 
ce qui donne : 
VE > 0, vf II Tf lIza G II Tiflli, + E G llf 119 + 6. 
En vertu de T4. D’oti il resulte que 11 P II9 < 1. 
2 - On sait que P est un operateur de projection de La dans L2 c’est-a-dire 
que Vf EL=, P2f = Pf. 
Soit f EL” 1 < p < 2, L2 Ctant dense dans L” il existe une suite ( faIneN 
fn E L2 telle que lim,,, fn = f dans L”, comme P est continu dans Lp d’apres 
1 on a 
Pf=li~Pfn=l&P2f,=P2f dans Lp. 
La propriM &ant verifite dans chaque Lp avec 1 > p 2 2 ceci demontre 2. 
3 - Supposons qu’il existe f E Lm telle que Pf $ Lm alors pour tout A 
positif il existe un ensemble mesurable de mesure non nulle E E C 5’ tel que : 
(Pf) (co) > A (ou (Pf) (w) < - A) si w E E. 
Supposons que (Pf) (w) > A si w E E alors : 
A/@) < j- (Pf) lE+ = /fP*(M 4 < Ilf llv II P*(b) 118. 
en considerant que f appartient a LP, avec l/p + l/p’ = 1 comme 
II P* lk = II P IID < 1 et llf II?, G Ilf IL : 
A/@) < Ilf IL WP’ 
d’ou VA > 0 A < llfllm G4-W”” 
TdORiSMES ERCODIQUES DE CONVERGENCE EN MOYENNE 499 
Ve > 0, Elp, > 0 tel que Vp 
P > P, + [cL(Jq”” < 1 + - li;um 
d’oh : 
VA>O, VE > 0, A < If Ilm + E 
c’est-h-dire VA > 0, A < Ilf jlrn d ‘oh une contradiction ce qui dkmontre 3. 
4 - Nous supposons que Vt E a, Vf GL~, Vg ELP (p > 1) 
Ttfg = TtfTtg et Ttfg = TZjCT:g> Vf E Lpt 
avec l/p + l/p’ = 1. 
Nous avons : 
Vf ELM, vg EL*‘, Vh ELM 
<T,*fg, h) = <T,*fT,*g, h) = (T,*g, hTlrf > = <g> Tt(hT:f )> = <g>fTthh) 
d’oti la propri6tC : 
Vf ELrn, Vh EL”, fT,h = T,(hT:f). 
REMARQUONS : 
1) Si T,l = 1, Vt E u c’est-a-dire s’il existe une mesure invariante alors : 
Vf EL*, W’ZjC =f 
c’est-g-dire que T, est formellement unitaire en restriction Q L, . 
2) T$f = f => fT,h = T,(hf). 
Soit done f une fonction de Lm telle que Vt E u, Ttf = f alors Vj E J, Vh EL”, 
pa1 
1 
T’(hf) = h(B,) s 
1 
B, Tdhf) dh(t) = h(~,) s BjfTt(h) dh(t) = fTj(h) 
d’oh il rbsulte que 
liy Tj(hf) = P(hf) = hPf. 
compte tenu du lemme (2.3) et de la proposition on a : 
TZ’Pg = Pg, Vt E (7 
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d'Oh 
Qf ELP, Qg E Lm, P(fPg) = Pf . pg 
ce qui demontre 4. 
Compte term d’un resultat de Shu Teh Shen Moy [13] nous avons alors le: 
THBOR~ME 5 
1 - Soit un semi-groupe d’ophateurs (T&, provenant de transformations 
bi-mesurables SW (S, Z, TV), les prop&%% indiqubes au d.4but de la Section 4 e’tant 
vkrrifkes, alors si on considhe les ( Tt)tE,, et P comme ophant sur L” il existe une 
sous o-alg&bre de Z : & et une fonction g EL,, oh l/p + l/p’ = 1 avec 
E{g 1 gp} E Lm telles que: 
P(f) = E{fg I 5Pl. 
2 - Si Qt E CJ, T,1 = 1 c’est-&dire s’il existe une mesure invariante pour le 
semi-groupe d’ophateurs alors: 
Pf = Elf I T?P>. 
REMARQUE. La a-algebre est definie de la fagon suivante : Soit 
5 = {f If EL”,P(fg) =fQ, vg ELrn) 
alors 
gp={E\ EEZetxEEB}. 
On montre alors que Pf est ~p-mesurable alors f * s Pf dp est une forme 
lineaire continue sur L’ done il existe g E Lp’ telle que 
j-, Pf 4 = s,fg 4, QEE?+P 
d’oh il r&&e que Pf = E{ fg / gp} 
3 - Les ophateurs RX. , R,, et Ti j E J constituent des sysdmes de moyennes 
presque invuriantes au sens d’Eberlein [14]. 
Rappelons les definitions suivantes dues a Eberlein : 
Soient E un e.l.c., 2 un semi-groupe d’operateurs de C(E), 2* l’enveloppe 
convexe de 2 dans 9(E), O(x) I’orbite de x sous 2* : 
O(x) = {TX / T* E 2*}, 
o(x) sa fermeture dans E. 
On appelle systeme de moyennes presque invariantes de 5 une famille 
d’operateurs (MjXEJ oh J est un ensemble filtrant possedant les propriCtCs 
suivantes : 
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1 -Vj, jEJ, MjEL?(E) 
2 - Vx E E, Vj E J, M,(x) E O(x) 
3 - WJiGJ est Cquicontinu 
4-VXEE,VTEZ 
u) lim, (TMgc - Mp) = 0 
b) limJ (MjTx - Mp) = 0. 
Prenons E = $(L2) alors si on considere les R,, et lea R,, , 1, 2, 3 resultent 
de la definition de ces operateurs et des proprietes Tl, T2, T3 du semi-groupe 
(Tt)tc, . (Pour 3 il suffit d’appliquer le corollaire de la proposition 1 (page 81 
[3], ch. III, Section 4). Pour 4 il suffit de verifier 4 a) le semi-groupe &ant 
commutatif. Or par definition : 
1 
- RGf = jq&.) s ~ x,(t) Ttf W) 
1 
__ V~E~T,~R,,~--R,~~=~(~~) s ~ xj(t) Vu 0 Ttf - Ttf 1 W) 
ce qui peut s’ecrire en utilisant la representation integrale des operateurs 
(T&o 
Tu 0 Rqf - Rx, f 
= & j, xiw [j, h(M) dw - awl ww (f )] 44) 
ce qui donne en appliquant Fubini : 
T, o Rxi f - Rxj f = [ jK h(X$;l$.)) p,(M) - ncx$;)$$*))] P(dM) (f). 
Or il resulte de la definition de E’ que v,,(M) = 1 si M E E’ sauf sur un 
ensemble rare done de mesure nulle, et 
lim h(Xj~“) 
Jx(xj>= 
0 si M$E’ 
d’oh : 
l$Vu 0 R,(f) - Rxi(f )I = 0 
ce qui demontre 4a. Pour les Rg, la demonstration est analogue. 
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Pour les Tj 1 et 3 sont Cvidents. Si on considere la mesure Xj sur 0 definie 
pour tout ensemble mesurable A par 
alors Tjf = Jo T,fdhj(t) d one Tjf appartient a O(x) d’apres le corollaire 
deja cite. 4a resulte de la demonstration don&e au debut du Section 5. 
Les proprietes I, 2, 3. restent valables dans chacun des espaces L” 
co > p > 1 pour les m&mes raisons. 11 en est de m&me de la propriete 4a, 
a condition de prolonger P a L, et de considerer comme au Section 4 un 
semi-groupe verifiant de plus T4. 
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